Z_2トポロジカル絶縁体の3階建て理論(講義ノート) by 井村, 健一郎
TitleZ_2トポロジカル絶縁体の3階建て理論(講義ノート)
Author(s)井村, 健一郎









































おけるパリティ異常は K 点、と K'点で互いにキャンセルし、観測量として表に顔を出すことは通
例ない。しかし、内図的なスピン軌道椙互作罵の存在下で、あるいはスピンの自由度を考塵に入
れることにより、このキャンセル つまり「引き算j が実効的に「足し算」に変わるような状
況 この状況を (A) としょう がある。このような状況で起こるのが、本解説記事でも中心的に







用 すなわち QS豆Eを起こす内図的なものと Rashba型の外国的なものーの寄在下で伺が起こる









グラブエン (graphenりとは、炭素が l枚のシートヒに並んで、六角格子を組んだ 2炭素の同素体
の一つ七グラファイトのー暑と言った方が分かりやすいかもしれない。ここではまず、記号の統
主グラフェンと似た物質で、 Cの代わりに B とおが六角格子上に交互に並んだ物責 BNもあるc 薦者は費量のない
(masslessな)Dirac粒子を与え、後者泊費量のある (massi切な)Dirac粒子を与える c 詳しく詰 2.3節を参類。
?????
122トポロジカル絶縁体の3階建て理論」









?????? ? ? ?
、
?
? ? 』? ???↓?
??????? ? ??
? ? ?? ??
?




求められる c 逆格子ベクトルをιb2とすると、任意の五=mlbl +m2b2に対して e(k.R= 1が成
り立つためには、 L・5ら=21foりとなるようにえを決めればよい。これは、 b1がa2と直交するよ
うに、そしてらがa1と直交するようにとることを意味するので、























それぞれK 点、 K'点と呼ぶ。 (K点、と、その対角に栓置する -K点を独立にとる方法もるる。〉













Ho = Eo L In)(nl (つまり Holn)ニ Eolη))
n 




Ik) = 2ン門的 (5) 
n 
の形に仮定すると
Hlk) = (Eo + 2tl cos kα) Ik) 、 、 、???? ??、 、
となり、確かに酉有状態になっている。
ハミルトニアン;こz→ z十αという並進対称性があると、波動関数ψk(X)が九(X)= eikx匂 (X)
の形に書けて、 Uk(X)がtるた(X十α)= Uk(めを満たすというのがBlochの定理である。これを言い
査すと、 j変動関数が
ψた(X+α)= eika1tk(X) (7) 
を溝たすということである。実際に、並進演算子TをTln)ニ In-1)で定義すると、状態(5)に
対して






Ik)二三二 (einlk.al十円五ゐ)1山 2) (9) 
の形に叙定する。 α1方自の並道移動演算子をT1ぅ句方向の並道移動譲算子をむとする:
T11nlJη2) = Inl -1，n2)う T21nlぅn2)= Inlぅ均一 1). 、 、 ， ，????，?? ?? 、
これらを状態 (9)に演算すると、










?? ?、?? ? ?? ?? 、 、 もザ
国 4:(a)ユニット・セんの位置を丘二れ1a1+n2a2で表し、ユニット・セル内の冨IJ格子AとBを
新しい指標 E で区揺する。 (b) グラブエンのエネルギ~ .バンド。六角格子の第 1BZよりも大き
























Hlニエ[(c~4RcB長十勺+邑CB互十 ci互-'-ã2C B互)+ h.c] ? ?? ?????? ? 、 、 、
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(18) (e = A，B) 
と書ける5。生成浩滅演算子をフーリエ変換して
ct→ 1 ヤ ~ik 互J段一♂;烹? ER 
ホッピング項(16)の各項が
J→C →ー→1x ct→C → AR~BR '~ " ~ Ak~Bk' 
J→ ik・al" ~t 
4 一一+ε ょ xc→C AR+al VBR c'__ " V Ak""Bk' 
ct ~ cr> r; ---+eik.a2 X ct 4 一一→ε . x c →C → AR+a2 '"BR '- " '-Ak~Bk 
を定義すると、














































(22) h1(k) = d1(k)σz十d12(k)σu
と表記している。ただし、
(23) d12(k) = -2tl cosxsIn 
、 ? ? ， ， ， ?? ?????????? ? ??????、 、? ，?， ? ?? ?




五・a1二 1dz+三時三叶払2 ~ 2 1 





5文書主 [4]の式 (6)では、右辺第 1項がこれに椙当するな =tl) : 







六角格子上の電子の運動を記述する tight-bindingハミルトニアン (16)や (2旬、より正確には
式(21)が2x2行列になったのは、六角格子に2つの副格子があったからである九一方、国4(め
にも示したように、グラフェンのバンド構造は、ゾーン境界;こ位置する 6角形の頭点でギャップ
が関じるユニークな形をしている。ギャップが罰じる K 点、 K'点それぞれの近接で、式 (21)に
「五.p近旬、J[9]を適用し、缶エネルギー励起を記述する有効ハミ lレトニアンを求めると、これが実
は (K点、 K'点それぞれで)(2+1)次元の Diracハミルトニアンと形式的に同一視できる。これ
を示すのが本蔀の最大の目的である。 Dirac粒子の最大の特教はスピン 1/2を持つことである。い
まの場合、この大役を演じるの辻車格子の自由震 すなわち擬スピン (pseudospin) である。
Diracハミルトニアンについて少し復習しておこう。 Dirac粒子の「椙対論的な」ダイナミクス
を記述するこのハミルトニアンは、しばしば次の形に書かれる:
H=a・p十 sAf=αμPμ・ (25) 




努数αμ は、ハミ yレトニアンの 2乗H2がDirac粒子に期待される分散関f系E2ニ j)2+ 1¥12を満
たすように決める。そこで、実際に式(25)を2乗すると、
H2ニ叫叩=iιαジ}仙 (26) 
となる。ここで{'，・}は反交換関係である。式 (26)が H2= p2十1¥12= Pp，Pfj， となるためには
{α炉 αv}= 25μν でなければならない。
(3十1)次元の持空の場合はpは3成分あるから、百の要素も最低限3つないと百三る。この場合、
αμ の「ミニマル会J表現法生 x4行列になる。それに対して、六脅格子上を運動する電子にとっ
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五 α2=τ- (28) 






(29) 1十e土iK.al+ε土iK.a2= 0 
である。誕ってハミルトニアン (21)詰ゼロになる:h1(K)ニO.同議iこK'点においては
二て' → 41f 
J:¥. .α2=τ 
~. 2π 
K' .α1二 τヲ (30) 




二 (一 iト斗+i~)苧手弓) x ぬiaOpxト島Zけ斗÷4子争ι叫為サ十νY)ト川十べ(-~ト一4叫)トxiぬ市α
= 手乎α(恥p必rい♂x-'i 一→ipy)う (31) 








































7単純な三角格子でも、同撲の計算により K 点で masslesstこなることが示せるが、 K 点の近傍では分散関係が









ここで「谷 (valleY)Jの邑由度を表すもう一つの擬スピンデを導入して、 K点と K'点、をまと
めて表そうoK点近慢の励患を valley擬スピン↑の空間、1('近鋳の崩起を valley擬スピン iの空
間で表すことにすると、
E 三 (h1(K十局 ? '=VP(T~(}~V~+(}"'D，， ì i →!ニυFlTZσxPx十 σypy)¥ 0 h
1
(K'十月J -，l_ ¥"w-.t.r.L ' -yry; (35) 
と書くことができる。ハミルトニアンHが作用する先は、 4成分スピノル
? ? ? ? ? ? ? ????????? ? ?

















である ため、調えば運動量+iJの状態〈スピン?の状態;こ椙当)と Fの状態(スピン iの状






K点近傍において質量M を考えると、ハミルトニアン H は




















!Pμ士〉→ eiso/21pμ土) (42) 
のように世相を変更するゲージ変換をしておしこれで一位関数になる9。椀えばli;!= 0の場合、
D=π/2とおけばよいから、
? ? ? ?
?




?? ?? Ip-片方(ニ) (43) 






となる。また 1'vI=告で五→-pとすること培、子→ cp+π とすることに対恋するかち、
1 I 1 ¥ 
ト升)=一三( ~"， ro I ，;三 ¥-εvγf

















ニU OV)、hd説針州tり刷手以(トt (51 ) 










坊主;ψs(t))= H(pμ(t)I1f's(t) (48) 
δt 
iこ代入する o Berry位桓の項に対して














? ?、 、? ????、 、??










l'ψ 2す同A4?1脚 =-1ー や-π
D 21訴
となり、確かに式(51)と一致する 110
























? ??????? (55) 
このとき
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rTo C) e 1-cose rTo 






Z冨Ip/-L(t)+)= 沼~ ;i~/2 ) (53) 
となるので、
叩 )=-354%占的)xO=u (54) 
となり Berryt立相は出てこないc












図 5:(a) Berry位椙はpμ 空間の原点にあるモノポールの作る磁場という見方。モノポールから見
かけ上 I?~弗き出す」ように見える議束は、ベクトル・ポテンシャルの特異点(諒〉上を走る Dirac
ストリングを伝って無限遠方かち供給されている。本文中の定式北に対JJj}させて、 Diracストリン
グは z轄の負の部分にとったが、これはゲージの選び方に依存する o (b)グラフェンの場合、 K点、

















ブエンの場合、 K点と K'点は磁荷の符号が反対の (K点、は9= -2Tt， K' 点は g=~おの)モノ
ポールになっている。つまり、国 5(b)に示したように、一方の Dirac点から曲方の Dirac点lこ磁
束がDiracストリングを介して供給される形になっているわけだが、このとき議束の需要と供給の
バランスがぴったり合っている。グラフェンにおいて、 Dirac立は Nielsen-二宮の定理問が暗
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図 6: (量子)Hall鶏果:伊)註al効果と百albar geometry 0 磁場を z轄方向に、電場を -y方向












φ(t) (-e一叩(t)cos 0/2， 
i 8tIp/L(t)+) = -r;v lεW)mm) 

















?? ? (63) 
θ(TO . ，.，.. cos() (2πQ 












図6(a)のように、幅 }V、長さ Lの領域に「閉じ込められたJ 2次元電子系 ("Hallbar")を
考える。ぷ方向に磁場 B をかけ、 -y方向に電場 E をかけると、古典論的には、電子は振動数
ωc = eB/(mc)でサイクロトロン運動し会がら、 -x方向に速さ勿 =(E/B)cで「ドリフトj する。
このような霊子のドリフト運動によって z方自に電流が生じる。これがHall電流みである。電
子数をNeうすなわち重荷密度を nε=Ne/(LW)とすると、 Hall電流密度Jx=み/TVは
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た2 ，2 k2 r22mε(k) 
N(的=一一一ニ五 二 L 一一一(2πIL)2 ~ 4π 4r.n2 (68) 
である。状態密度は、
D(E) =主主主こL2iL (69) 
dε21τた2
のよう iこ定数になる。 Landau準{立の開高は伝J)cであるが、その障に入っている状態がlつの Landau準f立に縮退する
と考えると、その縮退度は













が分かる。つまり、 EFの関数として νの変化辻不連続なものとなり、 σ勾で見れば、式 (69)で
ν=η (η=1ぅ2ぅ3γ.. )としたところにプラトー (plateau)ができる。これが図6(b)に模式的
に示した Hall伝導率量子北の最も惹っぽい説明である。

















たLandau準金も lつのモードのように見なすことができる170 これが EFを切るところにギャッ
プレスの端状態ができる。このようにして、いわゆる bulkpictureとedgepicture (バルク/エッ
15正確には、「一対(lペア}のJ と言った方がよいかもしれない。つまり、「帯j である限り(半蕪摂系でなければ)














分散関係が非椙対論時金 (parabolicな) 2次元電子系と異なり、 Dirac電子系辻 A1= 0の場合
には緩形分散ε= vFnkを持つので、波数k以下の状態数は
_L2 ~ ~ 
lV(ε) 二 I"~ _~ L2:::_ L2 G~ ~ 
(2πjL)2 釘 4時 2むF2 (73) 
である。したがって、 B=Oのときの状態密震は





以下では、より一般的に M 手0として許算を進める [16]: 






で置き換える o Z ♂十iyとz= x -iy tこ対自する π士三九士付νも導入しておくと便利であ
る190KJ立まわりのハミルトニアンHKは、






÷ニ J2e~Batニ4d -d?α (79) 
18 (量子}物理学では、 pictureをしばしば「詰犠{びょうぞう)J と訳す。例えばSchrodinger撞像と Heisenberg
撞偉など。これに散うなら、バルク掻橡/エッジ撞像と言われるべきもの。
19ちなみに 7τ+と7τーは交換しない:
r e ， e . 1 2ie " .， . " 2ie n 1"" ". ¥ 2en [仁川;ニ 2i[7r x ， 'iT Y 1 =判Px+ '::'Ax，p.け -Aujニー([Px，AyJ -[Py， Ax])ニτz(δzおーいz〉=7Bz・L- C C _ J C 
(77) 
右辺の符号は Bzの豆急によって異なるが、ここでは Bz= B > 0として議論する。
-694-
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とする。ここで、磁気長 Cmagneticle昭 h)l =何万奇を導入した。これは、非椙対論的な場合
と共通の標準的な定義でるる。一方、 Dirac粒子の「サイクロトロン振動数J(cyclotronをequency)
Wcを半古典的に考えると、
ルc=v再 =d? (80) 
となる。以下、この記号Wcを式 (80)の意味で捷うが、この値は非梧文言論的量子論の場合の詰とは
異なっているので詮意されたい。
式 (79)で定義した演葬子仏 α?を使うと、 K点まわりのハミルトニアン (78)は
HK= ( M ル叶







(anln -1) ¥ In) = I ~nTI'VI ¥ ~I I 
¥ bnln) ) 
10)ニ(I~\ ) 
¥ 10) J 
(η詮1)ヲ (83) 
(η= 0) (84) 
の形に書ける。 η=0に対応する酉脊状態を式(80)のHKに作用させると
HKIO)) = -1¥1の (85) 
となる。 η 三1の状態 (83)に対するシユレーディンガ一方程式は
/αnM +bn払げ五)1η-1) ¥ _ (αnln-1) ¥ HKln))=i i= ら (~n，I'V ~! I 
¥ (似たwcv1n-bnNI) In) J -，. ¥ bnlη) J (86) 
つまり
(ふ hプ)(~:) =εη(~) (87) 
となるので、永年方程式
(M-εn tiwcVn ¥ ハ









図7:(a) K点と (b)K'点における Landau準金(太い模線)0K点ではゼロ・モードがε=-]1，1 
のみに存在し、 K'点では逆にε二十M のみに存在する。曲隷は Bニ Oの場合の分散関係ε=
χ/M2+ががを表す。
を解いて、伐と 1のときに
εn 土ν/JI![2十η(ルc)2ラ (;;)=301) (89) 
となる(図7(吋)。
ここまで、グラフェンの K点、近傍の有効理詰を念頭に置きつつ、一般に M ヂ0の場合も考え
てDirac電子系のLandau準位を讃べてきた。式(84)ぅ(85)の10)はK点まわちのゼロ eモード




massless (M = 0)の場合、 n=Oの準位はいずれも εoニ Oになり、 K点と K'点でゼロ・モー
ドの固有イ震が一致する。 (η チ8の富有値はそもそも等しい0)その結果、(よく知ちれているよう
に〉各状態のエネルギー匡有値は
九=土ルcゾ五 件二 Oぅ1，2，.一) (92) 
20 K' }さまわりの有効理論についても考えておこう。ハミルトニアン詰
(1'.1 -'L'F7r + ¥ (JVI -nwcα↑¥ 
HK' = VF (一九九 +σ内)十Mι=~ -:~'7f_ ~~~/ ) = ¥ールcα :~f~ ). (附
と書ける c 固有状態辻、式 (89)と同じ{系数を罷って








と与えられる o nと1に対する固有値は式 (89)と再じである。一方、 η=0 ~こ対応するゼロ・モードを式 (90) の HK'
;こ作尾させると、今度は HK，IO)=十1'.10) となり、富有値が十M であることがわかる(図 7(b))。磁場Bが負の場



























Isl r2 2eB Rε〉ニ L2一一一一 =L一一一一iε|27fn2VF2 - (たωc)2hc
で与えられる。提って、 払<Jc/V三:;ε 三三五ωc/v互の範囲にある状態数は函 8(a)の三角形の酉積から




















既に強調したように、.A1→ 9の極設でη=0のゼロ eモードは挫のη予三 Oのモー ドと上七べて、













時開反転演算子Tの具体的な表現を求めておこう o Z轄方向にスピンが向いている状態を 1+)と
書く。任意の方向を向いたスピンを作るには、まず1+)をu軸まわりにOだけ呂転し、さちにz軸
まわりにくpだけ回転すればよい:
i尋=eisz'Pj1ieisy(j /九!十). (98) 
このスピンを反転するには、まず複素共投をとる演算子K を作用させる:
KI弓=e-isz'P/neisy(jj九1+)・ (9) 
なお、 ~sν は実数行列であることに詮意する。これによってスピンは μ手話で鏡挟されたc さら
にy軸まわりに π反転すればスピンが反転できる。したがって、








T2 = eiα (-isy) Keiα(-isy) K 








間反転操作iこ対して不変 ([HぅT]= 0)であるとき、任意の富有{直Eを持つ富有状態HIψ)ニ EIψ)
に対して、それを時間反転した状態 iψ')= TIψ)も詞じ酉有桓を持っている :HIψ')二EIψ乍
これを Kramers縮退という。また、 iψ)とiψ')は互いに Kramerspartnerの関保にあり、両者は
Kramers pairを形成する。 l'lt)と iψ')が異なる状態(緩形独立)であることは、背理法を用いて
示すことができる220
一較に、十kiの状態と -k1の状態が辻、時間反転操作で結ぼれた Kramarsペアである。グ







第3.2節では、 Dirac電子系のLandau準位を M ヂ0の場合に調べた。特徴的なことの一つは、
I値のDirac点一割えば、 K点ーに着吾すると、パリティ対称牲をいわば「自発的に」破るよう
なゼロ・モードが存在することであった。一殻iこ、 Hall伝導度内Uへは一つの Landau準位から
e2/hの寄与がある o 1vfニ Oで、フェルミ準設が正確に粒子・正子し対称な位置守二Oにあるとす
ると、 η=0のLandau準位(ゼロ・モード)は手分だけ詰まっていて σ勾ニ Oと金ることが期
待される。しかし、この状読は明らかに不安定である。実際に、 M 手0の状罰で守がギャップ
の中にあるとする (-1M< EFく十M)と、ゼロ・モードは完全に詰まっているか完全に空いて
いるかのどちらかである。つまり、 l 舗の Dirac点に着目すると、この状混でσxyへ有限の寄与
土(1/2)ε2/hがあることがわかる。 σzuの符号はM の持号で決まる。とF をギャップの中に賓いた
22もし仮;こ、 iψ')が |ψ)の定数桂
TIψ) =!ψ') = clψ) (102) 
であるとすると、








れをしばしば、 Dirac電子系における「パワティ異常」と呼ぶ [21]0もちろん、 K点と K'点から
の寄与を足し合わせればσxyへの寄与はキャンセルし、どこにも異常は現れない [3Jo



























H2Al二 it2(C~IÌC正け cLCA? 十 CL匂)+h.c 
= 討仇叫2べ(ChL? C正A1バ十-+a邑日1-一イ6ゐ2? + C}Llけバ÷刊5ム1 δゐ2↑戸C正A1汁d十何叫5
24持関反転対称4牲註、 (z軸に関する)反転対意性、 etc.
25NNNホツピングは、 i可と麗格子内のホッピングである(函 9(吟も参予知。従って第2近撞と同じ。





















(添字は国 9(a)を参顛〉。式 (16)以下における Hlの取り扱いを参考iこし
て式 (105)にフーワエ変換を施し、 cLK?弘前の項の係数を計算すると、
となるように決めよう
h州五)= it2 [〆(al-a2)+〆a2+ eik'a1] + C.C 
=利引 (a1-a2) + sin (五ゐ)-sin (kム)]
= 2t2 [sin 2x + sin ( -x十y)-sin (x + y)] 
= 2t2 (sin2x -2sinxcosy) (106) 





特別な点における式 (106)の値を調べておこう。その前に、 K 点と K'点;こお汀る旦 U等の誼を
表にしておくと後で、役に立つかもしれ主い。 K点と K'点でx=αん/2=土π/31yニゾ3aky/2=π 
であることに注意すると、表1のようになる。逆に表1の植を用いれば、重ちに









表 1:K点と J('点における x=αん/2ぅYニゾヨαky/2等の値。
x cosx Smx Iジ cosy smy 
V3/2 I 7r -1 0 
-V3/2 I π-1 0 
KIπ/3 1/2 
K' I -π/3 1/2 
スゼン 1の状態がKramers縮退していることわかる。このことから、式 (108)の2つをまとめて
式 (35)おこ有効ハミルトニアンの形に書いてみたくなるかもしれない:H2A 二 3V3t2TzSz・
副格子Bにおけるホッピングは、童日格子Aのホッピングを汁/3だけ呂転させて入れればよい:
H2B↑= it2 (ckIicB2T十CLTC53T十CLT匂 )+h.c 
二鈷均叫2ベ(ck弘L1汀T向一-aゐ2I+ c令t}L2向↑十 C〉Lh1什l+aば舟5
先程と同様にFおou訂n訟e位r変換を擁し、
h叫五)二位2[eik'a2十 ε-ik.al+ eik.(al叶 +c.c





















式 (35)流に一つまち Dirac点近傍の有効理論の形に一書いてみよう 29
H2 = 3V3t2σzTzSz三ムσzTzSz. (112) 
ここで、(なぜそう呼ぶかは後で述べるとして) iトポロジカル質量」ムを導入した。式 (112)培、
揚に (explicit，こ)詩開反転対称な形をしている。時間反転操作によって、 K点と K'点を底思す
るval1ey擬スピンアzと電子の実スピン Sztま符号を変えるが、副格子に起因する擬スピン σzは不




29これ辻、 K 点、あるい泣1('点近傍の有効理議において、 Dirac点近替の点における H2の盤を Dirac点直上の誼で
代表させて(代用して)いることに梧当する。
30式 (37)で導入した「通常の」 あるいは、 BN璽のー費量項も、もちろん持関反転対称性を破ら会い。こうして





H = lvJσz十 nVF(TZJXPX十σypy)+ムσzアzSz
= nVF(ナzσxPx十円py)+ (lvJ十ムTZSZ)σz (113) 
と書ける。つまり、式(112)をハミルトニアンに加えた効果は、 Dirac粒子の質量がスピン軌道相
互作用によってM から m土三 M土ムに「繰り込まれたj と解釈すればよい。 KjとK'lのDirac
粒子は重量m+を、 Klと1('iのDirac粒子は質量mーを持っている。
式 (112)で表された内因的スピン軌道相互作用による「賞量項」は、しばしば「トポロジカル













1 e2 1 e2 e2 
JL. = JI~~) ム σI(K1) =一一十一一=ー勾 ~xy ‘ ~xy 2 h も 2h h、
1 e2 1 e2 ε2 ポ =σl(K)__j_σ↓(K
1
)二一一一一一一=一一





? ? ?????? ?????? 、 ????? ???????、 、
とキャンセyしする。一方、スピンに関する Hall伝導率
庁 (s)_ !_ (rrl _，..1 ¥ _ ~











31Mチ0の場合でも、これが -3V3t2< M < 3V3t2の範酉であれば量子スピン HaJl効果が可能である(以下の議
























































(119) 寸(-~) ? ? ? ? ??? ? ?、
?









(120) (語学)ニ入RL[iSx(-l十eiycos x) + v'3syeiY sin x]今CB五
と書ける。











[. .] = Sx [(ーの(1-cosxcosy) -cosxsiny] + V3sy [sinxcosy -(-i)sinxsiny] 





hR(五)二 d3(五)σνSx+d23(五)σxSx+ d24(五)σxSy十 d4(五〉σySy
と書ける。ただし、式(20)に骸い、 hR(めを
HR 三ア(んC~2) hR(k) {ιAk 1 --，、→喜
一、一一' ‘.- -k ¥ ~Bk / 
のように導入した。 d3(k)，d23(k)ぅd24(k);d4(あの具体形も書いておくと、



















ム(K')= 0 (125) 
となる。つまり、式 (122)に出てくる 4つの項のうち、 Dirac点近接で有限に残るのは d3(めと
d24(めの2つだけであることがわかる。ここで、再び式 (122)を式 (35)や (112)のような膏効理
論の形に書いておこう:
h=;入R(σ内 -TzO"xSy) (126) 
ここまで来て、ようやく Kane司lVlele理論の全体操を、有効理論の立場かち議論することができ
る。全膏効ハミルトニアンを H= Ho+Hl十 H2+HRの形に書くとして、 Hoは式 (37)ぅHlは





K点に着目しよう (TZ = 1) 0 m土=.11土3vI3t2Szとなるかち、実スピン?の空間で費量が実
効的に m+，実スピンょの空間で質量が実効的にm に会る。 4x4のハミルトニアンが、 2撞類
の(疑)スピン5と5の宣穣で張ちれる 4成分りスピノル空間に作用する形になっている。これを
362轄蔀分までで非自明なトぷロジカル桓にある系に対して、入R をゼロから断熱的iこ入れていったとき、 QSHEは





(B， i)， (Aぅ1)，(Bぅ1)の/1買に並べることを意味する。この表示で、 K点重上における有効ノ、ミルト



















?? ??????? ?? 、 、
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?? -m十 (129) 
と会る。つまり、式 (126)の形の Rashba桔互作用は、 K点近接で(藍上では議密iこ)はう↑)と
(B，l)の電子の閣のみに儀き、 (Aぅ1)および(Bき↑)の電子は全くこの影響を受けないことになる370
そこで¥基痘の並べ方の顕序を変えて、 (A，i)と(Bうけを上2つに、残りの (B，i)と(Aうけが
下2つに来るようにする つまりはラ↑)ぅ (B，↓)うはうよ)ぅ (Bうりの頴iこ並べるーと、式 (129)は

















のように書き宣される。これから、 HKのPx= Py = 0 (K点匿上)における富有誼εK(O，O)はほ
ぼ自明に求まり 38、





























さて、ここにBN型質量項M とRashba相互得用 λRを入れていくと、どうなるだろう? 士ム
の位置でそれぞれ二重縮退していたバンドの底あるいは頂上は、式 (131)で与えられる 4つの位






ポヨジカル椙が式 (134)の与える栢境界上で泊失する。この様子を λR/t2を接軸、 AI/ちを縦軸に
とって図示すると、図 10(a)のような椙図を撞くことができる。式 (134)の与える故物諒の下髄
広 1. 1 (λR ¥ 21
一<3Y3 1 - ~~" I ':nI I (135) 













て K 点と K'J点の間でキャンセルが生じ、系は「自明な」絶諒体になる。一方、 M=Oで入R を入れていった場合、









































下関がトポロジカル椙で、ある。 1¥1/らく9の部分はこのパネルを 1¥I/t2= 0で繰対称に折ち返した
ものにまる。 (b-f)有限(リボン〉系のスペクトル。ヘリカル端状態を示す(端の形状はジグザグ
端)0BN型質量項M とRashba招互作用入Rの両方がある場合。 M と入Rの鐘は、 (a)の桔圏中の
点P1ぅ九ヲ fもう Q，Rに対応。 (b)P1: Mjち=1ラ入R/t2= 1.有慢のM と入Rがあるにも関わらず、
上下の端にそれぞれ1ペアのヘリカル端状議が穿在。ただし、入Rにより両者の縮退が解けている。
(c)九:M/t2 = 4ぅ入R/t2= O. Mだけが存在する場合。まだトポロジ、カル椙。 (d)Q: ]¥1/ち=6ぅ
入R/t2= O.1¥.1/t2ニ 3V3で一度ギャップが閉じた後の様子。上下のバンド間を構渡しするような
gapless edge modeはもはや存在しない。昌明な絶縁体相。 (e)乃:lvI/t2 = 0，λR/t2 = 3.今度は




































対の端状態が現れる。これを Dirac章子系における helicity (h三 5・jJ/間〉との類誰かち「ヘリ
(helical)な」端状態と呼んでいる。カル
ヘリカルな端状態は、 Rashba相互作用や、より一般に、時間反転対称性を鼓らないような弱い
摂動に対しても一定の robustnessを示す。図 10(b-f)は、 Kane-Mele摸型のリボン系におけるエ
ネルギ一分散関係を、トポロジカノレ質量ム =3V3ちに加えて BN型質量項M とRashba相互作用
λRの全てが入った場合に示している。ワボンは z軸方向〈水平方向)に延びているとして、上下








42という言い方は、少し説明を要するだろう c 文献同に従い、 Landauer-Buttiker的なアプローチで、 2端子およ
び4靖子誤!J定で潤ったときの伝導震を考えてみよう。まず、 4端子潤定で












露 12:ヘリカル言語状態の robustnesso ( a)イ員数 (Nニ 2)ペアと (b)奇数 (Nニ 3)ぺアの場合。
一対のヘリカル左端状態は TRIMで交差する。この交差は、時間友転対称牲を破らない摂動に対
して robustである。一方、 TRIM以外の点における交差に関しては、一般には喪畿によちギャッ
プが詞しこのとき、 Nが奇数だと ((b)の場合)必ず左上(下)かち右下(下)に抜ける gapless
の端状態がある。




はん =π/αで交差している。これは、 ι=π/αが時間反転対称な運動量空間の点(time-reversal 
invariant momentum， TRIM)だからである。 TRIMにおいては、運動量空間上で時間反転の結
果、吉分自身に移るわけだから、 Kramersぺアを形成する一対の端状態は必熱的;こ交わることにな
る。つま号、この交差は時間反転対称牲により保護されている。 TRIMは、 1次元のBZにん =0
とん =π/αの2点ある。図 10(b)の場合、両方のペアともん =π/αで交差しているが、これは
端の形状に故害した現象で、例えば片方の端に '0げ」を付けただけでも、端のスペクトルは大
局的な変イむを受ける:図 11(b)。
ここで最も重要な点、は、 M=O，入R=OでQS百E範縁体を特徴づける igaplessなj ヘリカノレ
端状患が、宥摂のM ラλRの謹でも(函 10(a)の放物隷の下にある摂り〉そのまま robustに残って
いるということである。以上のような点に注意して図 10(d)を見てみよう。もちろん、図 10(b)づ
い〉との決定的な違いは gaplessの端状態がなくなったことである。














してある。一見して分かるように、 (b)の場合、 gaplessのヘリカル端状態が l経だ、け生き残って、




ポヨジカル絶縁体を特徴づ、ける Z2不変量Iは、実際、この Nの餌奇性に一致する。つまり Nが







影らみを見せている。まず、 KaneとMeleが考えたのと同じ 2次元のリボン系 しかし、六角格
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